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Résumé

Dans ce ftravail nous considérons le probléeme de
I'estimation des fréquences d’'un mélange de simesoi
noyées dans un bruit additif dans le cas tridimemsel
(3-D). La méthode d’estimation des fréquences esyge
ESPRIT en utilisant les statistiques de secondeo(860)

en l'occurrence la fonction d’autocorrélation lonse le
bruit additif est blanc gaussien (BABG). Lorsquebtait
additif est coloré gaussien (BACG), une versionlale
méthode ESPRIT 3-D qui exploite les statistiquesdidé
supérieures (SOS) est utilisée. Pour le souci idafité
des estimateurs des fréquences 3-D, la borne den@ra
Rao (BCR) asymptotique est calculée, ainsi I'erreur
guadratigue moyenne des fréquences s'approche
asymptotiquement de la BCR ce qui prouve ['effiéade

la méthode d’estimation

Mots clefs

Borne de Cramér-Rao (BCR), méthode ESPRIT, bruit
additif blanc gaussien (BABG), bruit additif coloré
gaussien (BACG), rapport signal sur bruit (RSB).
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1 Introduction

La modélisation des signaux par une somme
d'exponentielles perturbées par un bruit additifutfisée
dans plusieurs applications telles les télécomnatioios,

le traitement d'antennes, l'analyse d'images mmehce
magnétiques, ou encore le traitement d'images Gigsi

Ce type de modélisation implique le probleme
fondamental de I'estimation des paramétres : fiécpe
amplitudes et ordre du modeéle. L'estimation des
fréquences est souvent effectuée par des méthdiessad

Ce travail est réalisé dans le cadre du projetesoupar I'université
UMI.

baksasse@ahoo. cont

haute résolution (HR). Ces méthodes exploitentdeéte

du signal et la décomposition de I'espace des ohsens

en deux sous-espaces orthogonaux a savoir le spase
signal et le sous-espace bruit. L'idée de basemitbodes

HR analytiques d'estimation fréquentielle 1-D eat |
méthode ESPRIT (Estimation of Signal Parameteas vi
Rotation Invariante Technique) qui s'appuie sur la
propriété de l'invariance par rotation du sous-espégnal

[1]. Différentes extensions de cette méthode awsxdes
signaux 2-D et 3-D ont été développées récemmenisN
pouvons citer par exemple la méthode MEMP 2-D
(Matrix Enhancement and Matrix Pencil) [2], la nade
ESPRIT 2-D [3], et leur extension au cas 3-D déweéms
dans [4], [5]. Ces méthodes exploitent la structbiec
Toeplitz de la matrice d'autocorrélation. Bien tese
fournissent de bons résultats en présence d'uhadutditif

de type blanc gaussien (BABG), les performancesede
méthodes utilisant les statistiques d'ordre deux se
dégradent de maniére significative en présence lfuin
additif coloré gaussien (BACG). Ceci est
principalement au fait que les statistiques d'ordesix
sont sensibles aux bruits additifs gaussiens (B[gG) 7],
[8].

L'objectif de cet article est double : d’'une padirts’agit
d'améliorer les performances des méthodes HR 3-D en
présence d'un bruit additif coloré gaussien (BAGIR)
utilisant les statistiques d'ordres supérieurs.méthode
proposée est une extension de la méthode ESPRIT
présenté dans [4] qui exploite les caractéristiques
fréquentielles des cumulants d'ordre 4. D’autret pr
pour évaluer les performances de la méthode, nous
développons aussi les expressions analytiques ateed

de Cramér-Rao (BCR) asymptotiques associées aux
paramétres du processus ou signal utile non braiee.
développement étend au cas 3-D, pour le probléme
considéré, les expressions des BCR 1-D et 2-Ddnttes
dans [9], [10] et [11].
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2 Modele du signal

Soit Y un volume de données 3-D, de taille
M ;XM ,XM,, considéré comme une réalisation d'un

processus stationnaire n({tgfl(ml,m ,mg)} pour
O<sm=M,;-2,0=m,=sM,-10sm =M, -1
Chaque point nommé voxem =(m;,m,,m,) est
décrit par :

y(m) =x(m,0,)+b(m,6,) @)

Le bruit additif b(m,8,) est supposé coloré gaussien,
indépendant statistiquement d€m, 0, ), et définit par

un vecteur de parametre nof§ . Le signal utile non

bruit¢é est un processus décrit par la somme
d'exponentielles complexes tridimensionnelles (SED)
suivant:

x(m.0,) =" c, extlj @t +4,)]

ou les tripletsf = (flk, o f3k) sont les fréquences 3-

)

D, les parametreg, et ¢k représentent respectivement

Pamplitude a valeur réelle et la phase de k&™®
composante harmonique. Le vectdly contient tous les

paramétres inconnus du signe{m, 8, )

0, =[c., @, f1p, Fors Faps G B Ty Tk sz]T
(3

3 Estimation des fréquences

La méthode d'estimation HR développée dans cetlarti
utilise les cumulants a l'ordre 4 définis pour tout

k,h,I0Z3par:

cay(h.k.1)=cunjy(m),y (m+h),y(m+k),y" (m+1)]
4
Ou la fonction(.)* représente I'opérateur adjoint pour les

quantités a valeurs complexes. En effet, puisque le
cumulants d’ordre quatre des processus gaussiams so
nuls, les cumulants d'ordre quatre des observations
coincident théoriquement avec ceux des observations
bruitées

Cyy (h)=c,, () (5)
De plus, les cumulants d’ordre quatre du proce8sDs

considéré sont décrits par une somme d'exponatiell
complexes avec les mémes fréquences recherchées [8]

¢, (hKk,1) = —ic;‘ exr{j(—h +k +I)2n‘kT]
k=1
(6)

L'expression (6) n'est pas directement exploitatae les
cumulants d’ordre quatre sont fonction de troisalzdes a
trois composantes donc neuf variables au total

(k1) = (hy, by, by K Ky Kl 1l ,ul,) . Pour cette

raison, nous considérons uniquement la "diagonak d
cumulants d’ordre quatre”, ne dépendant que d'endes
variable 3-D, définie de la fagon suivante:

Ci(h)=cilh,hih) avech = (h, ) @

Les équations (5), (6) et (7) nous montrent que la
diagonale des cumulants d’ordre quatre des obsengat
contient toute [linformation utile pour estimer les

fréquences 3-0( f,, , T, 5 ) pourk =12,--- K :

K
¢y (h)=-3 ¢! exifj2rht, ] ®)
k=1

Cette derniére relation est a la base de la métBSRRIT
3-D [12] fondée sur les statistiques d'ordre s@ueri
rappelée dans cet article. En effet, I'équationp@met
d'obtenir les fréquences en décomposant une matese

cumulants Cy en sous-espaces signal et bruit. Cette

derniere a une structure Toeplitz Bloc Bloc Toeplit
(TBBT) et se décompose sous la forme suivante :

— H
C, =S¥(9) (9)
o, ¥ est une matrice diagonale & est la matrice de

Vandermonde 3-D formée a partir des composantes
fréquentielles. Sous certaines conditions surilke tde la

matriceCy, son rang est exactement le nombre de
fréquences K Ainsi, la décomposition en élémentpias
de la matrice estimée des cumulaﬁl§ permet d'accéder

a la matrice de Vandermonde 3-D S et d'estimer les
fréquenced f,,, T, , T3 ) pourk =12,--- K

4 Borne de Cramér-Rao

Dans ce paragraphe, nous allons développer I'esipres
analytique de la borne de Cramer-Rao asymptotique p
le vecteur des parameétres du signal utile non éfuyjt

Pour cela on considere les hypothéses additiormelle
suivantes:

Al : la densité spectraléS (f) du bruit additif est
continue et ne présente pas de maxima localisés aux
fréquenced, .k =1---,K.

A2 : les vecteurs parametre@, et 0, n'ont aucun
élément commun.



Sous ces conditions, nous montrons tout d'abordlegie
BCR exactes pour un estimateur sans biais

0=[0,,0,]" est une matrice diagonale par bloc
donnée par :

BCR®) = { (10)

BCR®,) 0

0 BCR@X)}
Le (k,I)*™ élément de la BCR associée au vect@®yrest
donné par la relation suivante :

~ 1 ox"(e,) ., 0x(,)
[Ber@ ) = ZRQ{ S0 T4 5 (Ox)|} 1)

ou Re{} désigne la partie réelle de la quantité complexe

en question etl’y  est la matrice d'auto corrélation du

bruit. Le vecteur des observations non bruité€® , )
est:
x(0,)=[x(0000,),--,x(M, -100,0,), -,
x(OM, -10,8,),,x(M, -1 M, -10,0,),
"'1X(M1_11M2_11M3_119x)]T
(12)

Pour le probléme considéré, la BCR asymptotique est
donnée par la limite suivante :

AsBCR®, ) = lim K, BCR®,)K ,, (13)

ot M=MM,M, et K,, est une matrice de

normalisation, diagonale par bloc, de taifldk x 5K
définie par

Ky =1,U0D (14)
avec |, la matrice identit¢ de taill§,

D = diag(¥'M ,v/M ,M,;v/M ,M,vM ,M /M)

et [J désigne le produit de Kronecker.
En développant les dérivées du veck(®,), nous

montrons que l'expression (11) s'écrit sous la éorm
suivante :

~ 1 ~ _
BCR®, :E[Re{G”l“gblG}]1 (15)

ou G est la matrice de tailldM x5K donnée par la

concaténation des vecteurs gradients
ox(m;,m,,m,,0,)
g(m,6,) = % .

X
ou

g(m,HX) =[g1'gzn""gK]T
g =L jc.. jc, 2rm,, jc, 27m,, jc, 27m,]" el @ )
(16)
G = [g (Olovolgx)l"'l g(Ml - 1101015)()1"'1
g(O, Mz - 1,0,9)(),---, g(Ml -1 MZ - 2LO,6’X),

"'19(M1 -1 Mz -1 M3 _lgx)]T
17)
En utilisant les deux équations (11) et (15), I'&gpn (13)
devient :

-~ _ 1 . H -1 }—l
ASBCR(®. ) —ERJ‘LIAHPWK ZG"T;GK
(18)

L'expression analytique de la matrid® " obtenue a
partir des équations (16) et (18), et la struciB8T de

la matrice d'autocorrélation du bruit additlfgb, nous

permet de montrer que la matrice des BCR asympigdiq
est donnée par:

[AsBCH,

ASBCRO,) = [AsBCR,
[AsBCRy
(19)
ou chaque sous bIc{oASBCF}k est donné en fonction de
la densité spectrale du processus bruit addifimn)
comme suit :

7SO(Wk) 0 0 0 0
0 1020 S _ o So(W)  _ 5 Sp(Wk)
o o o& ok
1l o - ei‘;"k) 12L‘2’k) 0 0
[AsBCR, = 5 of cf
0 —e0WW) 0 1250 (W) 0
7 ok
0 —gW) 0 0 1250 (W)
] & ok
(20)

Ainsi, pour k=1---,K, les expressions des BCR
asymptotiques  du lék,ék, fus Fous T sONt les

éléments diagonaux de la matricEA\SBCF}k. On

remarque que les BCR relatives aux fréquences lat a
phase sont inversement proportionnelles aux rapport

signal sur bruit (RSB) locaRSB =c¢?/S, (f,).



5 Simulation numériques

5.1 Estimation des fréquences par ESPRIT
3-D dans le cas de BABG
Dans cette partie, nous allons considérer le si®Enar

suivant : Le signal harmonique est constitué dexdeu
modes dont les paramétres sont ;

k=2, f, =(f,, f,, f5,) = (021021021),

f,=(f, f,y, fsp) = (022022022),

Les amplitudes des sinusoides complexes sont des
unitaires, les phases sont uniformément distribuisets
I'intervalle]O, 277[.

Le bruit additif est un iid a distribution normalde
moyenne nulle et de variano@tf choisit de telle sorte
qgue le rapport signal sur bruit soit 10 dB. La figul
montre la distribution de la premiére composantengés

f,, pour 100 essais Monté Carlo. La méthode utiliste e
celle présentée dans [4].

5.2 Estimation des fréquences par ESPRIT
3-D dans le cas de BACG

Dans cette partie, nous allons considérer le s®Enar
suivant : Le signal harmonique est constitué togale
deux modes dont les parametres sont :

k=2, f, =(f,,, T, f5)= (021021027),
f,=(f,, T, f5) = (022022022).

Les amplitudes des sinusoides complexes sont ebaisi
telle sorte a fixer un niveau du rapport signaltswit a 10

dB. Les phases sont uniformément distribuées dans
I’intervalle]O, 277[.

Le bruit additif coloré est la sortie d'un filtreRA3-D &
support quart d’espace (quarter space region giatip
L'ordre du modéle AR 3-D est (1,1,1) dont les pagtes
transverses sont donnés dans le tableau 1 ci-desgoité

en entrée par un iid a distribution normale de maoge

nulle et de variance0§ =1. La figure 2 montre la

distribution de la premiére composante estimﬁ@ par

ESPRIT 3-D en utilisant les autocorrélations [4].figure
3 montre les résultats en utilisant les cumulardsdde
quatre [12].

300 o1 210 11

1 -0.78 -0.23 0.1794
100 01 &i10 11

-0.65 0.5070 0.1495 -0.1166

Tableau 1 : les parametres transverses du mode@BR

(1, 1,1) utilisé pour générer le BACG.
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0.214r
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Figure 1 :Distribution d'estimation de la composante

fréquentielle 3-D f11 pour 100 Monté Carlo essais; pour
un BABG en utilisant les autocorrélations.
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Figure 2 :Distribution d'estimation de la composante

fréquentielle 3-D f11 pour 100 Monté Carlo essais pour
un BACG en utilisant les autocorrélations.
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Figure 3: Distribution d’estimation de la composante

fréquentielle 3-D f;; pour 100 Monté Carlo essais pour
un BACG en utilisant les cumulants d’ordre 4

A partir de ces figures, il apparait que l'estiroatide la

composante fréquentielle 3-[]‘11 pour un BABG en
utilisant les statistiques du second ordre est Inarsée



(figure 1). En outre, une fois le bruit est col¢BACG),
les autocorrélations sont inefficaces. Le recoumx a
statistiques d’ordre supérieur (cumulants d’ordjeedt

une bonne alternative, en effet, la moyennefgge pour la

figure 3 est : 0.2103 et celle de la figure 2 e2164.
L'existence des deux pics dans la figure 3 pewdiguer

par I'échec de la méthode de mise en triplet des
fréquences estimées (appariement des fréquences 3-D

Attribuer f,, a f,,, va nous pousser a améliorer la
méthode d’appariement automatique des fréquences .

5.3 BCR asymptotique vs EQM

Dans cette partie, nous allons considérer le dewié
scénario de la section 5.2 avec le rapport sigmabguit
virant de -15 dB a 15 dB. La taille des observatiest

fix¢ a32x32%x32. La figure 4 montre la borne de

Cramér-Rao asymptotique et [I'erreur quadratique

moyenne de I'estiméef,; pour 100 essais Monté Carlo

avec ESPRIT 3-D en utilisant les autocorrélatiaresnefin
la figure 5 illustre les performances de Ierreur

guadratique moyenne (EQM) par rapport a la BCR

asymptotique en utilisant les cumulants d’ordretigua

As BCR vs EQM pour I'erreur d’estimation de la premiere composante f11
50 T T T T T

EQM
As BCR

40
30F

20

10 \\

EQM (dB)
As BCR (dB)
/

-10+

~20 . . . . .
-15 -10 -5 0 5 10 15
RSB (dB)

Figure 4 :BCR asymptotique vs EQM pour I'erreur

d’estimation de la composante fréquentielle SfQ en
utilisant I'autocorrélation.

statistiques d’ordre supérieures en

As BCR vs EQM pour I'erreur d’estimation de la premiére composante f11
T T T T

EQM
As BCR

301

20 T

EQM (dB)
As BCR (dB)
/

10 T~

or T~

10}

20 . . . . .
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Figure 5 :BCR asymptotique vs EQM pour I'erreur

d’estimation de la composante fréquentielle 315|pl en
utilisant des cumulants d’ordre 4.

Pour des valeurs de RSB négatifs ou petits, (a'ebte la
contribution du bruit est forte), 'TEQM est au dessle la
BCR asymptotique, la qualité d’estimation est méea
et lorsque le rapport RSB est grand (c'est-a-dae |
contribution du bruit est négligeable) 'TEQM appneda
BCR ainsi la qualité de I'estimateur de fréquen8ds
par la méthode ESPRIT 3-D est efficace. L'utilisatdes
I'occurrence le
cumulants d'ordre quatre améliorent la qualité
d’'estimation par rapport a [lutilisation de
'autocorrélation, mais le prix & payer pour ceéside
dans la surcharge de calcul induite. En plus, ilke tde
I'échantillon doit étre grande (asymptotique) poue la
qualité des cumulants soit consistante, au coptrgila

taille de I'échantillon est réduite, I'estimateuadé sur

l'autocorrélation peut donner des résultats meileque
les cumulants d’'ordre 4.

5.4 Conclusion

Dans ce ftravail, nous avons présent¢ une méthode
d’estimation des fréquences 3-D dans le cas sidasoi
complexes noyées soit dans un bruit additif blanc
gaussien ou coloré gaussien.

Le développement des expressions théoriques derte b
de Cramér-Rao asymptotique des parametres du modele
en particulier des fréquences 3-D est présenté.

En terme de perspective on envisage améliorer thadé
d’appariement des fréquences estimées.
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