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Résumé 

Dans ce travail nous considérons le problème de 
l’estimation des fréquences d’un mélange de sinusoïdes 
noyées dans un bruit additif dans le cas tridimensionnel 
(3-D). La méthode d’estimation des fréquences est de type 
ESPRIT en utilisant les statistiques de second ordre (SSO) 
en l’occurrence la fonction d’autocorrélation lorsque le 
bruit additif est blanc gaussien (BABG). Lorsque le bruit 
additif est coloré gaussien (BACG), une version de la 
méthode ESPRIT 3-D qui exploite les statistiques d’ordre 
supérieures (SOS) est utilisée. Pour le souci d’efficacité 
des estimateurs des fréquences 3-D, la borne de Cramér-
Rao (BCR) asymptotique est calculée, ainsi l’erreur 
quadratique moyenne des fréquences s’approche 
asymptotiquement de la BCR ce qui prouve l’efficacité de 
la méthode d’estimation. 

Mots clefs 

Borne de Cramér-Rao (BCR), méthode ESPRIT, bruit 
additif blanc gaussien (BABG), bruit additif coloré 
gaussien (BACG), rapport signal sur bruit (RSB). 
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1 Introduction 
La modélisation des signaux par une somme 
d'exponentielles perturbées par un bruit additif est utilisée 
dans plusieurs applications telles les télécommunications, 
le traitement d'antennes, l'analyse d'images par résonance 
magnétiques, ou encore le traitement d'images sismiques. 
Ce type de modélisation implique le problème 
fondamental de l'estimation des paramètres : fréquences, 
amplitudes et ordre du modèle. L'estimation des 
fréquences est souvent effectuée par des méthodes dites à 
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haute résolution (HR). Ces méthodes exploitent le modèle 
du signal et la décomposition de l'espace des observations 
en deux sous-espaces orthogonaux à savoir le sous-espace 
signal et le sous-espace bruit. L’idée de base des méthodes 
HR analytiques d'estimation fréquentielle 1-D est la 
méthode ESPRIT  (Estimation of Signal Parameters via 
Rotation Invariante Technique) qui s'appuie sur la 
propriété de l'invariance par rotation du sous-espace signal 
[1]. Différentes extensions de cette méthode aux cas des 
signaux 2-D et 3-D ont été développées récemment. Nous 
pouvons citer par exemple la méthode MEMP 2-D 
(Matrix Enhancement and Matrix Pencil) [2], la méthode 
ESPRIT 2-D [3], et leur extension au cas 3-D développées 
dans [4], [5]. Ces méthodes exploitent la structure bloc 
Toeplitz de la matrice d'autocorrélation. Bien qu'elles 
fournissent de bons résultats en présence d'un bruit additif 
de type blanc gaussien (BABG), les performances de ces 
méthodes utilisant les statistiques d'ordre deux se 
dégradent de manière significative en présence d'un bruit 
additif coloré gaussien (BACG). Ceci est dû 
principalement au fait que les statistiques d'ordre deux 
sont sensibles aux bruits additifs gaussiens (BAG) [6], [7], 
[8]. 
L'objectif de cet article est double : d’une part, il s’agit 
d'améliorer les performances des méthodes HR 3-D en 
présence d'un bruit additif coloré gaussien (BACG) en 
utilisant les statistiques d'ordres supérieurs. La méthode 
proposée est une extension de la méthode ESPRIT 
présenté dans [4] qui exploite les caractéristiques 
fréquentielles des cumulants d'ordre 4. D’autre part et 
pour évaluer les performances de la méthode, nous 
développons aussi les expressions analytiques des bornes 
de Cramér-Rao (BCR) asymptotiques associées aux 
paramètres du processus ou signal utile non bruité. Ce 
développement étend au cas 3-D, pour le problème 
considéré, les expressions des BCR 1-D et 2-D introduites 
dans [9], [10] et [11]. 



2  Modèle du signal 
Soit Y  un volume de données 3-D, de taille 

321 xx MMM , considéré comme une réalisation d'un 

processus stationnaire noté { }),,( 321 mmmy     pour  

10 ,10 ,10 332211 −≤≤−≤≤−≤≤ MmMmMm

Chaque point nommé voxel ),,( 321 mmm=m  est 

décrit par : 

),(),()( bx bxy θmθmm +=  (1) 

Le bruit additif ),( bb θm  est supposé coloré gaussien, 

indépendant statistiquement de ),( xx θm , et définit par 

un vecteur de paramètre noté bθ . Le signal utile non 

bruité est un processus décrit par la somme 
d'exponentielles complexes tridimensionnelles (SEC 3-D) 
suivant: 
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où les triplets ( )kkk ffff 321 ,,=  sont les fréquences 3-

D, les paramètres kc  et kϕ  représentent respectivement 

l’amplitude à valeur réelle et la phase de la ièmek  

composante harmonique. Le vecteur xθ  contient tous les 

paramètres inconnus du signal ),( xx θm   
T
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3  Estimation des fréquences 
La méthode d’estimation HR développée dans cet article 
utilise les cumulants à l’ordre 4 définis pour tout 

3,, Zlhk ∈ par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )],,,[,, **
4 lmkmhmmlkh +++= yyyycumc y  

 (4) 
Où la fonction *(.)  représente l’opérateur adjoint pour les 

quantités à valeurs complexes. En effet, puisque les 
cumulants d’ordre quatre des processus gaussiens sont 
nuls, les cumulants d’ordre quatre des observations 
coïncident théoriquement avec ceux des observations non 
bruitées  

( ) ( )hh xy cc 44 =  (5) 

De plus, les cumulants d’ordre quatre du processus 3-D 
considéré sont décrits par une somme d'exponentielles 
complexes avec les mêmes fréquences recherchées [8]: 
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L'expression (6) n’est pas directement exploitable car les 
cumulants d’ordre quatre sont fonction de trois variables à 
trois composantes donc neuf variables au total 

),,,,,,,,(),,( 321321321 lllkkkhhh=lkh . Pour cette 

raison, nous considérons uniquement la "diagonale des 
cumulants d’ordre quatre", ne dépendant que d’une seule 
variable 3-D, définie de la façon suivante: 

( ) ( )hhhh ,,44 xx cc = , avec ( )321 ,, hhh=h  (7) 

Les équations (5), (6) et (7) nous montrent que la 
diagonale des cumulants d’ordre quatre des observations 
contient toute l’information utile pour estimer les 

fréquences 3-D ),,( 321 kkk fff  pour Kk ,,2,1 L=  : 
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Cette dernière relation est à la base de la méthode ESPRIT 
3-D [12] fondée sur les statistiques d'ordre supérieur, 
rappelée dans cet article. En effet, l'équation (9) permet 
d'obtenir les fréquences en décomposant une matrice des 

cumulants yC  en sous-espaces signal et bruit. Cette 

dernière a une structure Toeplitz Bloc Bloc Toeplitz 
(TBBT) et se décompose sous la forme suivante : 

H
y )(SSΨC =  (9) 

où, Ψ  est une matrice diagonale et S est la matrice de 
Vandermonde 3-D formée à partir des composantes 
fréquentielles. Sous certaines conditions sur la taille de la 

matrice yC , son rang est exactement le nombre de 

fréquences K Ainsi, la décomposition en éléments propres 

de la matrice estimée des cumulants yĈ  permet d'accéder 

à la matrice de Vandermonde 3-D S et d'estimer les 

fréquences ),,( 321 kkk fff  pour Kk ,,2,1 L=  

4 Borne de Cramér-Rao 
Dans ce paragraphe, nous allons développer l'expression 
analytique de la borne de Cramer-Rao asymptotique pour 

le vecteur des paramètres du signal utile non bruité xθ . 

Pour cela on considère les hypothèses additionnelles 
suivantes: 

A1 : la densité spectrale )( fSb  du bruit additif est 

continue et ne présente pas de maxima localisés aux 

fréquences Kkfk ,,1, L= . 

A2 : les vecteurs paramètres xθ  et bθ  n'ont aucun 

élément commun. 



Sous ces conditions, nous montrons tout d'abord que les 
BCR exactes pour un estimateur sans biais 

T
bx ]ˆ,ˆ[ˆ θθθ =  est une matrice diagonale par bloc 

donnée par : 
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Le (k,l)ième élément de la BCR associée au vecteur xθ  est 

donné par la relation suivante : 
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Où {}.Re  désigne la partie réelle de la quantité complexe 

en question et 
bθ

Γ  est la matrice d'auto corrélation du 

bruit. Le vecteur des observations non bruitées )( xθx  

est : 
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Pour le problème considéré, la BCR asymptotique est 
donnée par la limite suivante : 

MxM
M

x BCRAsBCR KθKθ )ˆ(lim)ˆ(
∞→

=  (13) 

où 321 MMMM =  et MK  est une matrice de 

normalisation, diagonale par bloc, de taille KK 55 ×  
définie par 

DIK ⊗= KM  (14) 

avec KI  la matrice identité de tailleK , 

),,,,( 321 MMMMMMMMdiag=D  

et ⊗  désigne le produit de Kronecker. 

En développant les dérivées du vecteur )( xθx , nous 

montrons que l'expression (11) s'écrit sous la forme 
suivante : 
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où G  est la matrice de taille KM 5×  donnée par la 
concaténation des vecteurs gradients 
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En utilisant les deux équations (11) et (15), l’équation (13) 
devient : 
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L'expression analytique de la matrice HG  obtenue à 
partir des équations (16) et (18), et la structure TBBT de 

la matrice d'autocorrélation du bruit additif 
bθΓ , nous 

permet de montrer que la matrice des BCR asymptotiques 
est donnée par: 
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où chaque sous bloc [ ]kAsBCR  est donné en fonction de 

la densité spectrale du processus bruit additif )(mb  

comme suit : 
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Ainsi, pour Kk ,,1L= , les expressions des BCR 

asymptotiques du [ ],ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ 321 kkkkk fffc ϕ  sont les 

éléments diagonaux de la matrice [ ]kAsBCR . On 

remarque que les BCR relatives aux fréquences et à la 
phase sont inversement proportionnelles aux rapports 

signal sur bruit (RSB) locale )(2
kbkk fScRSB = . 



5 Simulation numériques 

5.1 Estimation des fréquences par ESPRIT 
3-D dans le cas de BABG 

Dans cette partie, nous allons considérer le scénario 
suivant : Le signal harmonique est constitué de deux 
modes dont les paramètres sont : 

K=2, ( ) )21.0,21.0,21.0(,, 3121111 == ffff , 

( ) )22.0,22.0,22.0(,, 3222122 == ffff ,  

Les amplitudes des sinusoïdes complexes sont des 
unitaires, les phases sont uniformément distribuées dans 

l’intervalle ] [π2   ,0 .  

Le bruit additif est un iid à distribution normale de 

moyenne nulle et de variance 2bσ  choisit de telle sorte 

que le rapport signal sur bruit soit 10 dB. La figure 1 
montre la distribution de la première composante estimée 

11f̂  pour 100 essais Monté Carlo. La méthode utilisée est 

celle présentée dans [4]. 

5.2 Estimation des fréquences par ESPRIT 
3-D dans le cas de BACG 

Dans cette partie, nous allons considérer le scénario 
suivant : Le signal harmonique est constitué toujours de 
deux modes dont les paramètres sont : 

K=2, ( ) )21.0,21.0,21.0(,, 3121111 == ffff ,  

( ) )22.0,22.0,22.0(,, 3222122 == ffff . 

Les amplitudes des sinusoïdes complexes sont choisies de 
telle sorte à fixer un niveau du rapport signal sur bruit à 10 
dB. Les phases sont uniformément distribuées dans 

l’intervalle ] [π2   ,0 .  

Le bruit additif coloré est la sortie d’un filtre AR 3-D à 
support quart d’espace (quarter space region of support). 
L’ordre du modèle AR 3-D est (1,1,1) dont les paramètres 
transverses sont donnés dans le tableau 1 ci-dessous excité 
en entrée par un iid à distribution normale de moyenne 

nulle et de variance 12 =bσ . La figure 2 montre la 

distribution de la première composante estimée 11f̂  par 

ESPRIT 3-D en utilisant les autocorrélations [4]. La figure 
3 montre les résultats en utilisant les cumulants d’ordre 
quatre [12]. 
a000 a001 a010 a011 
1 -0.78 -0.23 0.1794 
 
a100 a101 a110 a111 
-0.65 0.5070 0.1495 -0.1166 

Tableau 1 : les paramètres transverses du modèle AR 3-D 
(1, 1,1) utilisé pour générer le BACG. 
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Figure 1 : Distribution  d’estimation de la composante 

fréquentielle 3-D 11f̂   pour 100 Monté Carlo essais; pour 

un BABG  en utilisant les autocorrélations. 
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Figure 2 : Distribution  d’estimation de la composante 

fréquentielle 3-D 11f̂   pour 100 Monté Carlo essais  pour 

un BACG  en  utilisant  les autocorrélations.  
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Figure 3: Distribution  d’estimation de la composante 

fréquentielle 3-D 11f̂   pour 100 Monté Carlo essais pour 

un BACG  en utilisant les cumulants d’ordre 4. 
 
A partir de ces figures, il apparaît que l’estimation de la 

composante fréquentielle 3-D 11f̂  pour un BABG  en 

utilisant les statistiques du second ordre est non biaisée 



(figure 1). En outre, une fois le bruit est coloré (BACG), 
les autocorrélations sont inefficaces. Le recours aux 
statistiques d’ordre supérieur (cumulants d’ordre 4) est 

une bonne alternative, en effet, la moyenne de 11f̂  pour la 

figure 3 est : 0.2103 et celle de la figure 2 est 0.2154. 
L’existence des deux pics dans la figure 3 peut s’expliquer 
par l’échec de la méthode de mise en triplet des 
fréquences estimées (appariement des fréquences 3-D). 

Attribuer 21f̂  à 11f̂ , va nous pousser à améliorer la 

méthode d’appariement automatique des fréquences . 

5.3 BCR asymptotique vs EQM 

Dans cette partie, nous allons considérer le deuxième 
scénario de la section 5.2 avec le rapport signal sur bruit 
virant de -15 dB à 15 dB. La taille des observations est 
fixé à 323232 ×× . La figure 4 montre la borne de 
Cramér-Rao asymptotique et l’erreur quadratique 

moyenne de l’estimée 11f̂  pour 100 essais Monté Carlo 

avec ESPRIT 3-D en utilisant les autocorrélations et en fin 
la figure 5 illustre les performances de l’erreur 
quadratique moyenne (EQM) par rapport à la BCR 
asymptotique en utilisant les cumulants d’ordre quatre. 
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Figure 4 : BCR asymptotique vs EQM pour l’erreur 

d’estimation de la composante fréquentielle 3-D 11f̂   en  

utilisant l’autocorrélation . 
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Figure 5 : BCR asymptotique vs EQM pour l’erreur 

d’estimation de la composante fréquentielle 3-D 11f̂   en 

utilisant des cumulants d’ordre 4. 
 

Pour des valeurs de RSB négatifs ou petits, (c'est-à-dire la 
contribution du bruit est forte), l’EQM est au dessus de la 
BCR asymptotique, la qualité d’estimation est mauvaise, 
et lorsque le rapport RSB est grand (c'est-à-dire la 
contribution du bruit est négligeable) l’EQM approche la 
BCR ainsi la qualité de l’estimateur de fréquences 3-D 
par la méthode ESPRIT 3-D est efficace. L’utilisation des 
statistiques d’ordre supérieures en l’occurrence les 
cumulants d’ordre quatre améliorent la qualité 
d’estimation par rapport à l’utilisation de 
l’autocorrélation, mais le prix à payer pour cela réside 
dans la surcharge de calcul induite. En plus, la taille de 
l’échantillon doit être grande (asymptotique) pour que la 
qualité des cumulants soit consistante, au contraire si la 
taille de l’échantillon est réduite, l’estimateur basé sur 
l’autocorrélation peut donner des résultats meilleurs que 
les cumulants d’ordre 4.  

5.4 Conclusion 

Dans ce travail, nous avons présenté une méthode 
d’estimation des fréquences 3-D dans le cas sinusoïdes 
complexes noyées soit dans un bruit additif blanc 
gaussien ou coloré gaussien. 
Le développement des expressions théoriques de la borne 
de Cramér-Rao asymptotique des paramètres du modèle 
en particulier des fréquences 3-D est présenté. 
En terme de perspective on envisage améliorer la méthode 
d’appariement des fréquences estimées.  
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